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1. INTR~DUC-TION 
Considerons les hypotheses suivantes: 
(A) G est un groupe de permutations doublement transitif d’un 
ensemble Sz, H le stabilisateur dans G d’un point de Sz, t une involution de 
G-H, D=HnH’et Q un sous-groupe de H tel que H=QwD. 
(B) p est un nombre premier impair, q une puissance de p, z un 
diviseur impair de q + 1, 101 = q3 + 1 et D est cyclique d’ordre (q* - 1)/z. 
(C) Si u est l’involution de D, C,(u) est isomorphe au quotient de 
GU(2, q) par un sous-groupe central d’ordre z. 
L’objectif de ce travail est de dtmontrer, saris utiliser les rbultats des 
articles cites ci-dessous: 
THI?OR&ME 1. (A), (B) et (C) impliquent que G est isomorphe ci 
U,(q) = PSU(3, q) ou Li PGU(3, q). 
Dans [6], M. Suzuki a dtmontre que (A), (B) et z = 1 impliquent que 
G est isomorphe a PGU(3, q). Dans [4,5], M. O’Nan a demontre que (A), 
(B) et z = (q + 1, 3) impliquent que G est isomorphe a U,(q). Le cas 
particulier oti q = 5 a tte trait6 par K. Harada dans [3]. 
Le theorbme de M. O’Nan est utilid dans la caracterisation des groupes 
U,(q) par leurs 2-groupes de Sylow, faite dans [ 1,2]. On remarque que 
dans ces deux articles, la conclusion (C) est obtenue avant la valeur de z 
(si q= 5, elle est obtenue dans le $2 de [3]), et que cette valeur n’est 
utilisee que pour appliquer le theoreme de M. O’Nan. Cela explique 
l’interet du theoreme 1. 
La mtthode de M. O’Nan est d’etudier la gtometrie dtterminte par les 
points fixes dans IR des involutions de G. Celle de M. Suzuki utilise des 
generateurs et relations pour G, adapt&s a la situation des BN-paires 
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scindtes de rang 1. Cette situation et les relations en question ont ete 
ttudiees dans le cas general par J. Tits dans [7]. 
On adopte dans ce travail la mtthode de M. Suzuki. Le cas od q = 5, 
pour lequel M. O’Nan renvoie a [3] ne necessite pas ici de traitement 
special. 
Le $2 est consacre a des prtliminaires sur les BN-paires scindtes de 
rang 1. Dans le $3, on montre en utilisant des arguments standards que 
(A), (B) et (C) impliquent les assertions (Dl), (D2), (D3) suivantes, a 
identification pres du groupe Qo au groupe decrit sous ce nom dans (Dl) 
et (D2), et avec E = IF,:. 
(Dl ) E est un corps de caracteristique # 2, x H .U un automorphisme 
d’ordre 2 de E et F le corps de ses points fixes. 
b est une application biadditive altertree (eventuellement nulle) de E x E 
dans F, et b est combinaison E-lineaire d’applications (x, y) H a(x) t(y), 
od 0 et T sont des automorphismes de E. 
Q = E x F, avec la loi de composition: 
(x, y)(x’, y’) = (x+x’, y +y’ + b(x, x’)). 
(D2) D est un sous-groupe multiplicatif de E * tel que si x E D alors 
XE D et que l’application x H X? de D dans F* soit surjective. cp est 
un automorphisme du groupe multiplicatif F* tel que b(dx, d.x’) = 
cp(&) b(x, x’) pour de D et X, .Y’ E E. Lop&ration de D sur Q est donnle 
par (x, Y)~= (dx, cp(d& y) pour (x, y)~ Q et de D. 
(D3) Pour deD, on a d’=&‘. 
Sachant que PGU(3, q) et U,(q) verifient (A), (B), (C) avec Z= 1 et 
z = (q + 1, 3) respectivement, le thtoreme 1 resulte du theorbme suivant, 
demontrt dans le $4: 
TH~ORI?ME 2. Supposons (A), (Dl), (D2) et (D3). Alors (Q.‘j xeG) 
est dktermint ci isomorphisme pres et ne dkpend pas de D, de cp ni de 6, et 
G est dktermink ti isomorphisme prt?s et ne dkpend pas de cp ni de 6. 
2. BN-PAIRES SCINDBES DE RANG 1 
Supposons que G soit un groupe qui opere de man&e doublement 
transitive sur un ensemble 52, que H soit le stabilisateur dans G d’un point 
CI de 52, t une involution de G - I-Z et que D = Hn H’ ait un complement 
normal Q dans H. Nous dirons alors que (H, t) est une BN-paire scindee 
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de rang 1 de G. On pose /I = tl’ et si Xc G, 9, designera l’ensemble des 
points fixes de X dans 52. 
(1) Soit X un sous-groupe de D. 
(a) C,(X) opere regulierement sur a, - {cc} et C,(X) = 
C,(X) H CD(X). 
(b) Si (a,1 > 3, alors Co(X) opere de maniere 2-transitive sur 52,. 
(c) Si t E C,(X), (C,(X), t) est une BN-paire scindee de rang 1 de 
C,(X). 
Par hypothese, Q opere de manitre rtguliere sur 52- (a}. Soit 
Y EQx- {4. 
11 existe YE Q tel que BY= y. Si XE X, on a BY=]1 =y”=jIY”= /?-‘px, 
d’oh y = x-‘yx et y E C,(X). Cela prouve (a). 
L’assertion (b) resulte de ce que (a) est aussi vrai pour j? et Qr a la place 
de CI et Q. Supposons que t E C,(X). Puisque ~8 # ~1, il resulte de (a) que 
C,(X) opere de man&e 2-transitive sur 52,, d’ou (c). 
(2) Tout element de G - H se met de maniere unique sous la forme 
bta, oti b est dans H et a darts Q. 
Puisque G est doublement transitif et t normalise D, on a G - H = 
HtH = HtDQ = HDtQ = HtQ, d’oh I’existence de a et b. D’autre part, si 
a, a’ E Q, b, b’ E H et bta = b’ta’, alors tb’-‘bt = a’a-’ E H’n Q = 1, d’oti 
I’unicite. 
(3) II existe des applications f; g: Q# --$ Q# et h: Q’ + D, deter- 
mikes de maniere unique, telles que txt =g(x) h(x) tf(x) pour x E Q”. 
Cela rbulte de (2) et de ce que t $ H et Qr n H = 1. 
(4) Les applicationsf, g, h verifient les identites suivantes: 
(El) J-(X-‘)= g(x)-‘. 
W) f(f(x)) =x. 
(E3) f(x”) =f(~)~’ pour de D. 
(E4) h(xd)=d-‘h(x)d pour dE D, h(f(x))=h(x)-’ et h(x-I)= 
h(x) --I. 
(E5) Si j est l’application XHX-’ de Q# dans Q#, on a 
(foj)‘(x) = +-‘. 
(E6) Si x, J’ E Q# et XJJ # 1, alors f(x) g(y) # 1 et 
fcx),)=f(f(-~) LYwv”fw 
Des calculs faciles dtmontrent les identites (El) a (E4). Soit x E Q#. 
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Alors t.ut = g(s) h(x) t’(x), done (f(x)t = h(.u)-’ g(.y)-’ t.~, done 
g(f(s)) = g(x-h’“‘, d’oti (jcf)*(.u) = (.f’~.j(.u))“-‘I. I1 en rksulte d’aprts 
(E2) et (E3) que s=((f: j)-‘(~~))“,-“, ce qui prouve (E5). Soient I, J’EQ” 
tels que -YJ’ # 1 et ; of’ g( JV). Alors txyt = g(s) II(X) tzh( ~9) tf( r) = 
g(x)h(x)tzth(y)‘f(y), done z# 1 et txyt=g(x)h(.lc)g(z)h(z)tf(z)h(~)’f(y), 
ce qui prouve (E6). 
(5 ) Si G opere fidtilement SW Sz, alors (Q” 1 .Y E G ) est dPterminP ti 
isomorphisme prPs par la don&e de Q et de f, et G est dkterminh & 
isomorphisme prPs par la don&e de H = Q x D et de .f: 
On peut identifier Sz g Q u {a}, x E Q ktant identifik ti 8” = al.‘. Alors 
l’action de t sur a est dtterminke par fi et l’action de Q (resp. H) est 
dkterminke par la donnCe de Q (resp. la donnke de Q x1 D). Puisque 
(Q-‘1 ,YEG)= (Q, Q’” 1 xeQ)c (Q, t) et G= (H, t), (5) en rtsulte. 
3. PREUVE DE (Dl), (D2), (D3) 
On suppose ici qu’on a (A), (B) et (C). Soient E= [Fy2, F= [F,, Z=xy 
pour x E E. On va montrer qu’il existe b et cp tels que l’on ait (Dl), (D2), 
(D3), g identification prb du groupe Q x D g un groupe isomorphe. 
( 1) L’appfication x w x’ + y de D dans D a pour image le sous-groupe 
d’ordre q - 1 de D. 
En effet, il rksulte de (B) que (2, q - 1) = 1. 
(2) Description de G, = GU(2, q). 
Soit V l’espace vectoriel E x E sur E muni de la forme hermitienne 
((x, I?), (x’, u’)) = .#+y?c’. Le groupe G, = GU(2, q) peut-Ctre identifit 
au groupe des matrices inversibles m(a, b, c, d) = (z 2) g coefficients dans 
E qui prkservent cette forme hermitienne, G, opkrant g droite sur V 
par multiplication “ligne par colonne”, un ClCment de V ttant considtrk 
comme matrice-ligne. On sait que IG, 1 = (q + 1) q(q* - 1). Soit P, = 
(x(b) I b+6=0}, oti x(b) =m( 1, 6, 0, 1). Alors P, est un p-groupe de 
Sylow de G,, isomorphe au groupe additif F, et P, opkre rkgulikement sur 
l’ensemble des droites isotropes de V distinctes de (0) x E. Soient D, = 
{6(a) I aeE*} oti 6(a)=m(a-‘,O,O,CS), et t,=m(O, 1, 1,O). Alors D, 
normalise P, et si H, = P, D, , (H, , t, ) est une BN-paire scindize de rang 1 
de G,. 
(3) H, opPre transitivement sur les involutions de G, - H, . 
D’aprbs la 24ransitivitl de G, sur l’ensemble des droites isotropes de V, 
toute involution de G, -H, est conjugute par un kltment de H, i un 
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element de D, t,. Si d= 6(a) est tel que dr, soit une involution, on a 
t,dt,=6(a-‘)=6(a-‘)=d~‘, done Z=a. 
I1 existe alors bEE* tel que b6=a et 6(b)t,6(b)-‘=6(66)r,=dt,. 
(4) Soient u I’involution de D et P= C,(u). Alors (C,(u), t) est une 
BN-paire scindee de rang 1 de Co(u), C,(u) = P M D et P est un p-groupe 
de Svlow de C, (u). 
Puisque u est la seule involution de D, on a t E C,(U). D’apres (1 )(c) du 
$2, (C,(u), t) est une BN-paire scindte de C,(U), avec C,(u) = P )(I D. I1 
enresulteque IC,(u)l=(lPI+l) IPI lDl,doncPest unp-groupedeSylow 
de C,(U). 
(5) Ajustement de l’homomorphisme i de G, sur C,(u). 
Soit i: G, + C,(U) un homomorphisme surjectif de noyau central 
d’ordre z. Puisque P est un p-groupe de Sylow de C,(u), on peut supposer 
que i( P,) = P. 
On a H, = NoI et C,(U)= No(P)n Co(u) car lPll = IP( > 1, done 
i(H,) = C,(u). Puisque z est impair, t est l’image par i d’une involution de 
G, - H,, et d’aprb (3) on peut supposer que i(t,) = t. 11 en resulte que 
i(D,) = D. 
(6) Si dE D, alors d’= d-4. 
Si a E E*, on a t,h(a)t, = J(Lz-~, d’oti (6) en appliquant i. 
(7) Soit A un sous-groupe de D tel que Co(A) # 1. Alors P et t 
ten tralisen t A. 
Puisque Co(A) # 1, A a au moins 3 points fixes dans 9. D’apres (l)(b) 
du $2, Co(A) opbe de man&e 2-transitive sur Q,. 11 en resulte 
que N,(A) = Co(A) D = C,(A). Puisque D est cyclique, t normalise A 
done le centralise. Pour montrer que A centralise P, il suffit alors de 
voir que Co,(t,) centralise P, car i(C,,(t,))= C,(t). Mais CD,(tl)= 
{6(a) ( aii = l} = Z(G,). 
(8) D opere saris point fixe sur l’ensemble Q - P. 
Soit A un sous-groupe de D tel que s = 1 C,(A)/ # 1. D’apres ( 1) du $2, 
ona IC,(A)I =s(s+l) IDI. D’aprts (7), ona C,(u)= (PD, t)cC,(A)et 
puisque [C,(U)/ = q(q+ 1) IDI, il en resulte que q+ 1 divise s+ 1. Soient 
q=p”,s=pbetposonsb=ka+raveck~~etO~r<u.Alorsq+1divise 
(-l)kpr+1etq+1~~(-l)kp’+l~,donc(-l)kpr+1=O,r=Oetkest 
impair. Puisque s = qk < q3, on a done s=q ou s=q’. Si s=q, alors 
C,(A)=Pet sis=q3, alors A=l. 
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(9) D opere transitivement sur P”. 
En effet, D, opere transitivement sur Py car b(a)-‘n(b) 6(a)= Ic(aab). 
(10) Si D ophre saris point fise sur un p-groupe abelien Plementaire A, 
alors 1 Al > q2 
11 suflit de le montrer si D opere irreductiblement sur A. On sait alors 
qu’il existe une puissance I de p telle que A s’identilie a F, et D ELI un sous- 
groupe de IF,*. Puisque q - 1 divise IDI, done f - 1, on a F, c IF, et 1 est une 
puissance de q. Puisque 1 DI > q - 1, on a I > q done I > q2. 
(11) PcZ(Q). 
Supposons que Pn Z(Q)= 1. D’aprbs (8) et (lo), on a IZ(Q)( kq2, 
done Q = PZ(Q) et Q est abelien, contrairement a l’hypothtse. Done 
PnZ(Q)#l et d’apres (9), PcZ(Q). 
(12) Q/P est abelien elementaire et D opere saris point fixe et irreduc- 
tiblement sur Q/P. 
D’apres (8), D opere saris point lixe sur Q/P. Puisque IQ/PI = q’, D 
opere irreductiblement sur Q/P d’apres (lo), done Q/P est abelien tlemen- 
taire. 
( 13 ) Q est d’exposan t p. 
D’aprb ( 11) et (12), l’application x H xp induit un homomorphisme de 
Q/P dans P. Puisque I Q/PI > I PI, son noyau n’est pas trivial, et ce noyau 
est alors Q/P d’apres (12). 
(14) On peut identgier Q/P a E, P a F et D a un sowgroupe de E* 
de maniere que D opPre sur Q/P par xd = d-x (x E E, d E D) et sur P par 
yd = cp(dd) y ( y E F, d E D), oli cp est un automorphisme du groupe F*. 
D’apres (12), (Q/P) >a D est isomorphe a EM D oti D est un sous-groupe 
de E* operant par multiplication sur E. D’apres (9), PM (D/Co(P)) est 
isomorphe a FM F*. La projection D + D/C,(P) induit alors un 
homomorphisme surjectif $: D + F*. Puisque D est cyclique, il risulte de 
(1) qu’il existe un automorphisme cp de F* tel que Ii/(d)= cp(dd) pour 
deD. 
(15) Presentation de Q et definition de 6. 
Soit b une application biadditive alter&e: E x E + F et Qb = E x F muni 
de la loi de composition (x, y)(x’, y’) = (x+x’, y +y’+ b(x, x’)). On a 
alors une extension centrale F + Qb + E, Qb est d’exposant p et l’applica- 
tion de E x E dans F deduite de l’application commutateur de Qb est 26. Si 
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b’ est l’application de E x E dans F dtduite de l’application commutateur 
de Q et si on prend b = (1/2)b’, il en resulte que les extensions F + Q -+ E 
et F + Qb + E sont Cquivalentes. 
(16) Si dE D, b(dx, dy) = cp(dd) b(x, y). 
Si x’, y’ sont dans Q et x, y sont leurs images dans E, on a [x’, y’ld = 
[X14 fd], done b’(dx, dy) = cp(dd) b’(x, y). 
( 17) Operation de D sur Q. 
Soit A l’image de D dans Aut(Q), D operant sur Q par conjugaison. 
D’apres (16), (x, JJ)~= (dx, cp(dd) y) dtfinit une operation de D sur Q, 
identifie a Qb. Soit B l’image de D dans Aut(Q) pour cette operation. Soit 
U le groupe des automorphismes de Q qui induisent l’identite sur P et sur 
Q/P. On a alors Bc UA d’aprts (14). On verifie que U est un p-groupe 
abtlien Clementaire, constitut des applications (x, y) H (x, h(x) + y), ou h 
est un homomorphisme additif de E dans F. D’aprb un thtoreme de 
Zassenhaus, il existe a E U tel que A” = B, et a induit un isomorphisme de 
QMA sur QMB. 
(18) Soit K un corps. La familfe des applications (x, y) H a(x) r(y) 
de K x K dans K, indexke par (CT, r) E Aut K x Aut K est libre sur K. 
D’aprb un theoreme de Dedekind, l’ensemble des automorphismes de K 
est libre sur K. Si a,, E K sont tels que 1 a,,ro(x) r(y) = 0 pour tout 
(x, y) E Kx K, on en deduit que pour tout t et tout X, XC aora(x) = 0, puis 
que pour tout (a, r), arrr = 0. 
(19) b est combinaison E-finkaire d’appfications (x, y) H o(x) r(y) oli 
(T et T sont des automorphismes de E. 
Si n = [E : F,], l’espace des applications F,-bilineaires de E x E dans E 
est de dimension n2 sur E, et d’apres (18) la famille des applications 
(x, y) H a(x) r(y) est une base de cet espace. 
4. PREUVE DU TH~OR~ME 2 
On suppose maintenant qu’on a (A), (Dl ), (D2) et (D3). On notera 
encore f, g, h les applications definies dans le §2(3). D’aprQ (5) du $2, il 
suffrt de montrer que le couple (Q, f) ne depend a isomorphisme prb que 
de E et F, et que (Q M D, f) ne depend que de E, F et D. 
On pose P= { (0, )I) 1 y E F} et k = h(0, 1). D’apres (D2), on a F* c D. 
Soit n E Z dont l’image dans F soit non nulle. On note alors [n] cette 
image, vue comme element de D, et on pose [l/n] = [n] -‘. 
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(1) si (O,X)EP#, alorsf(O,.K)EP#. 
En effet, on a (0, .Y)[~‘] = (0, .u) doncf‘(0, x)[~‘l =f(O, .x) d’ap& (E3), 
done f(0, .Y)E P*. 
(2 ) II existe c E F* tel que f (0, x) = (0, c/x) pour tout .Y E F*. 
Posons f(0, 1) = (0, c). Pour dE D, on a d’aprh (E3) f(0, cp(dd)) = 
f((0, l)d)= (0, c)~‘=(O, c/cp(dd)). Puisque tout Cllment de F* est de la 
forme dd, dE D, (2) en r&he. 
(3) go.2 *K) =f (0, .u). 
D’aprb (El), g(O,x)=f((O,x)-‘)-‘=f(O, -x)-‘=(O,c/x). 
(4) h(0, x) = cp-‘(x)k 
D’aprh (E4), on a pour de D, h(0, cp(dd)) = h((0, l)d) = ddh(O, 1). 
(5) k+k=O et c= l/cp(k’). 
D’aprb (E5) et (3), on a (0, l)h’o,L)-’ = (f cj)‘(O, 1) =fjfg(O, 1) = 
fj(0, 1) = (0, -c), oti j dtsigne l’inversion. Done l/cp(k k) = -c. D’autre 
part, d’aprh (E4) et (4), on a k=h(O, 1) =h((O, l)-‘)=h(O, -l)= -k, et 
c = - l/cp(k R ) = l/cp(k’). 
Soit R un systZme de reprksentants des classes de D dans E*. D’aprks la 
surjectivitt de l’application d H dd de D dans F*, on peut supposer que: 
(6) Pour tout rE R, ri= 1. 
Pour r E R, posons: 
(7) f(r, 0)=(01(r), x,)~,, auec u.(r)E R, x,EF, d,ED. 
Cela est possible d’aprb ( 1) et la bijectivitk de J: 
03) g(r, 0) = (a(r), -.K,)“. 
On remarque que (r,O)~L=(-r,O)=(r,O)[~L1, done g(r,O)= 
f((r, O)c-'l)-l = ((a(r), x,)‘pdr’)p’ = (( -u(r), x,)-‘)~,= (a(r), -x,)~,. 
(9) Si r E R, a’(r) = a(r), h(r, 0)‘= -d&dac,, et cp( l/4) xatr, = 
((P(1/4)- lb,. 
On remarque que (r, 0)’ = (2r, 0) = (r, 0) [‘I. I1 en rhulte que f ((r, 0)') = 
f(r ())CW 
3 . Mais si a = h(r, 0)‘, on a d’aprb (E6) f((r,O)‘)= 
f  (f (r, 0) g(r, 0))“f (r, O), done 
f  (f (r, 0) g(r, O))“= f  (r, O)c'!21 f (r, 0)-l. (*) 
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Or f(r, O)c’i23 f(r, O)-’ = (a(r)/2, cp(l/4)x,)d (-a(r), -x,)~, = 
(-a(r)/2, (&l/4) - 1)x,)” car b(a(r)/2, -a(r)) = 0. D’autre part, 
Stftr, 0) dr, 0)) =ft(atf-), x,ldr (a(r), --x,ldr) 
=f(2a(r), O)di =f(a(r), O)d:.‘2 
= (a’(r), -y,,,J d:dmlr)Q = (-a2(r)/2, cp( 1/4)x,(,,)‘~d:d,l,l), 
L’kgalitC (*) implique done que a’(r) = a(r), cp( 1/4)x,,,, = (cp( l/4) - 1)x, et 
-ad:&,, =d,, d’oti (9). 
(10) Si rE R, x,(,,=O. 
En effet, d’aprts (9), 4$1/4)x,,,, = 50( 1/4)x,~(,, = (cp( l/4) - 1)x,,,). 
(11) Soitr~Rtefquex,=O.Alorsa(r)=r,h(r,O)= -d;‘etd,=d,. 
D’aprks (8), g(r, 0) = (a(r), O)dr, done (foj)2(r, 0) =f(g(r, 0)) = 
(a2(r), O)dx@bd: d’aprks (10) et (foJ3(r, 0) =f((a2(r), O)‘-dalrld:‘) = 
f(a2(r), q-d:&, = ta3(,.) o)(-d&r&v>4) car (a2(r) 0)-l = (a’(r) O)cp’l 
D’aprks (E5), il en rlshte que a3(r)=r et h(r:O)-‘= -d .2,:,d:,,,d,: 
D’aprks (9), a3(r) =a(r), done a(r)=r et (9) implique alors que 
h(r, 0)= -d;‘, done -d,=h(r, 0)-l= -dzdf, d’oti d,=d,. 
(12) Soient rER tel que x,=0 et xeF*. Alorsf(r,x)k’p~‘(“)(O,x)= 
f(r, x)‘-dr’J(r, 0). 
On applique (E6) aux tkments (r, O)dr et (0, c/x), puis aux tltments 
(0, c/x) et (r, O)dr: 
f((r, O)‘r(O, c/x)) =f(f((r, O)dr) g(0, ~/x))~‘~~~~-~“f(O, c/x) 
=f(g((r, O)dr) f(0, c/x))h((r,o)~r”f((r, O)dr). (*) 
D’aprb (7), (8) et (E2), on a f((r, O)dr)= g((r, O)dr) = (r, 0) et d’aprks 
(11) et (E4), h((r, 0)“) = dTh(r, 0) = -d,. D’aprhs (2) et (3), 
f(0, c/x) = g(0, c/x) = (0, x) et d’aprks (E4) et (4), h(0, c/x) ~ I = 
h(f(0, x))-‘=h(O, x)=(p-‘(x)k, d’ oti h(0, c/x)’ = kq - ‘(x). En reportant 
ces valeurs dans (*), on obtient (12). 
Si r E R et x E F, posons: 
(13) f(r, -xl = (J,(x), Y,(X)) 
et prolongeons cp $ F par ~(0) = 0. 
(14) Si x,=0 et XGF, on a 6,(x)=r/(d;‘+kq-‘(x)). 
Puisque f(r, 0) = (r, O)dr, on a 6,(O) = d,r. Supposons x # 0. Alors, en 
prenant les images des deux membres de (12) dans Q/P = E, on obtient 
kqp’(x) 6,(x)= -d;‘6,(x) + r, d’oti (14). 
262 THOMAS PETERFALVI 
(1.5) Pour tout r E R, on a x, = 0. 
D’aprts (E5), on a: 
f(g(r, 0)) = (fsj)*(r, 0) = (j,f)((r, O)h’r.o’m’) = (f(r, O)h”.o’)p’. 
D’aprks (8), f(g(r,O))=f‘(a(r), -.Y,)~:, et d’aprts (10) et (14), 
hc,‘,,( -x,) = u(r)/(d,,‘, - kq -‘(x,)). D’autre part, l’image dans Q/P de 
(fb-, 0) h’r*o))-’ est -u(r) d,h(r, 0) =c((r) d,,,,d,’ d’aprh (9). On a done 
d:a(r)/(d;,!, - kq-‘ix,)) = d:u(r)/d;,l,, done x,= 0. 
(16) Soient r E R, XE F et SE R tel que b,(x) ESD. Alors d, = d, et 
Y,(*Y) = --V(6ri*~) 6,(x)). 
Soit d= 6,(x)/s. On af (r, x) = (ds, y,(x)) = (s, y,(x)/cp(dd))d, done d’aprh 
(E2), (r, X) =f(s, y,(x)/rp(dd))d’. En prenant les images des deux membres de 
cette CgalitS: dans Q/P, on obtient d’aprbs (14) r =d’d,(y,(x)/cp(dd))= 
d’s/(d;’ +kq-‘(?;,(x))/dd). Mais d’s= (6,(x))-‘= r(d;‘-kq-‘(x)), done 
d;’ + krp-‘(y,(x))/dd= d;’ - kq-‘(x). Puisque L?~ = d,, cl,= d, et f = -k, 
il en rhulte que d,‘=d,’ et que rp-‘(yr(x))/dd= -cp-l(x), d’oii 
y,(x) = -xcp(dd) = -xcp(6,(x) s,(x)). 
(17) cp est un automorphisme de corps de F, 
Soient r E R et x, y E F avec y # 0. Soient s E R tel que 6,(x) E SD et 
d=d,(x)/s. D’aprhs (E6), on a 
f(r, x+ y)= f(f(r, x)g(O,y))h'o.-"'lf(O,y). (*) 
D’aprh (4), h(O,y)’ = l/kq ~ ‘( y). D’autre part, f (f (r, x)g(O, y)) = 
f(sd, yr(x) + c/y) = f (s, (y,(x) + c/y)/cp(dd))d’. En prenant les images des 
deux membres de (*) dans Q/P, on obtient done S,(x + y) = 
(d’/k~~‘(y))6,((y,(x)+cly)lcp(d~)). 
D’aprb (14) et (15), on a done 
r/(d;‘+ kv-‘(x+ y)) = (dr/kv-‘(y)) s/(d,-‘+ kq-‘(yr(x) + c/y)/dd). 
Mais d’s = 1/6,(x) = r(d,’ - kq-‘(x)), done 
[d;‘+kq-‘(x+y)][d;‘-kq-‘(x)] 
=kv-‘(y) [d;‘+kq-‘(y,(x)+c/),)/dd]. 
En prenant les images des deux membres par l’application ZH (z - F)/2, 
on obtient kd;‘[q-‘(x+ y) - V-‘(X)] = kq-‘( y)d;‘. Puisque d, = d, 
d’aprbs(16),onadonccp-‘(x+y)=cp-’(x)+cp-’(y),cequiprouve(17). 
( 18) On peut supposer que cp = 1. 
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Soit Q’= E x F muni de la loi de composition (x, y) (x’, f) = 
(x+x’, y + y’ + cp-‘b(x, x’)). Si l’on pose $(x, y) = (x, rp( y)), il resulte de 
(17) que + est un isomorphisme de Q’ sur Q. De plus, pour do D, 
t/(x, JJ)~= (do, cp(dd) q(y)) = $(dx, d&). En remplacant Q par Q’ on peut 
done supposer que cp = 1. 
(19) Pour TE R et XEF, b(d;‘b,(x), r)= -2d,2x/(d;2-k2~2). 
Puisque d;‘6,(0) = Y, on peut supposer que x # 0. D’apres (12) et (15), 
on a 
(kxd,(x), -k*-~*~,b)W, x) = (-d;%(x), d;*r,(x))(r, 0). 
En prenant les projections sur F des deux membres, on obtient: 
-k’x*y,(x) + x = d,*y,(x) - b(d;‘S,(x), r), done b(d;‘d,(x), r) = 
-x + (d;* + k*x*) yr(x). D’apres (14) et (16), y,(x) = -x/(d;* - k*x*), 
d’oti b(d,‘6, (x), I) = -x[l + (d;* + k*x*)/(d;* - k*x*)] = 
-2d,*x/(d,* - k*x*). 
(20) Si K est un corps de caracthistique 22, la famille des applica- 
tions x H a(x) T(X) de K dans K, indexPe par {a, t} c Aut K est libre sur K. 
Soient aor E K tels que q(x) = xI,,,1 a,,a(x) r(x)=0 pour tout x de K. 
Ah-s q(-K+~)-q(x)-q(y)=~(~,~} a,,(hx)T(y)+a(y) ~(x))=o pour 
tout (x, y) de K x K. D’aprb (18) du $3, il en rtsulte que a,, = 0 si a # T 
et que 2a,, =0, d’ou a,,=0 si aEAut K. 
(21) I1 existe a E E tel que a + a = 0 et b(x, y) = a(xj - Xy). 
11 existe par hypothbe des d,, E E tels que b(x, y) = x a,,a(x) I, 
(a, T) parcourant Aut E x Aut E. Pour d E D, on a 
1 a,,a(d) t(d) a(x) z(y) = b(dx, dy) = ddb(x, y) = C a,,dda(x) T(Y). 
Si a,, ~0, il resulte alors de (18) du §3 que a(d) r(d) = dd, et puisque 
F* c D, on dtduit de (20) que {aJF, T,~} = {l,}, done {a, T} c 
VF, x H X}. De plus, puisque b est alternee, on a aar = -aar et aao = 0. I1 
existe done aE E tel que b(x, y) = a(xj--,ul’). Puisque b(x, y) E F, on a 
a+ti=O. 
(22) a # 0 et pour tout r E R, d, = l/ak. 
D’aprb (19) et (21), on a 
ad;‘(S,(x) F- 6,(x)r) = -2d,*x/(d;* - k*x*) done d’apres (14), 
a( l/(d;’ + kx) - l/(d;’ - kx)) = -2d;‘x/(d;* - k*x*). 
I1 en resulte que a # 0 et que - 2kx = -2d; ‘x/a d’ou (22). 
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(23) Si (O,X)EP#, .f‘(O,x)=(O, l/k’.u). Si reR er SCZF, .f(r,x)= 
(r/(a+x), x/(a’-x2))’ k. 
La premiere egalite provient de (2) et (5). D’apres (14) et (22), on a 
6,(.v) = r/(ka + kx) et d’apres (16), y,(x) = -.\-,‘(kR(a + x)( --a + x)), dou la 
deuxitme tgalitt. 
Soit alors Q,= ((x, y)~ExEl .~~i!++++=Oo), muni de la loi de com- 
position (I, y)(x’, y’)= (X+X’, y+y’-XX’). Soit i un Clement de D tel 
que A;i = 1/2ak, et pour (x, ~3) E Q, et do D, posons 
$(x, y) = (x, a( j -J,))d et (x, yy= (dx, ddy). 
On vtrifie facilement que: 
(24) II/ est un isomorphisme de Ql SW Q tel que +((x, Y)~) = t&x, y)d 
pour dE D. 
(25) Pour tout (x, y) E Q,“, f[ll/(x, y)] = $(-x/y, l/y). 
On le verifie a I’aide de (23) et de la definition de rj si x = 0 ou si x E R. 
Le cas general s’en dlduit d’aprts l’lgalitef( (-u, Y)~) = f(x, y)” pour drc D. 
Ainsi, (Q, f) est determine a isomorphisme prbs par E et F et (Q XI D, f) 
est determine par E, F et D, ce qu’il fallait dbmontrer. 
BIBLKICRAPHIE 
1. J. L. ALPERIN, R. BRAUER, ET D. GORENSTEIN. Finite groups with quasi-dihedral and 
wreathed Sylow 2-subgroups, Trans. Amer. Math. Sot. 151 (1970), l-261. 
2. J. L. ALPERIN, R. BRAUER, ET D. GORENSTEIN, Finite simple groups of 2-rank two, Scripra 
Murh. 29 (1973) 191-214. 
3. K. HARADA, A characterization of the simple group U,(5), Nugo)vz Math. J. 38 (1970) 
2740. 
4. M. O’NAN, Automorphisms of unitary block designs, J. Algebra 20 ( 1972). 495-511. 
5. M. O’NAN, A characterization of U3(q), J. Algebra 22 (1972), 254296. 
6. M. SUZUKI, A characterization of the 3-dimensional projective unitary group over a finite 
field of odd characteristic, J. Algebra 2 (1965). l-14. 
7. J. TITS, Les groupes simples de Suzuki et de Ree, in “Seminaire Bourbaki. 13tme an&, 
1960-1961,” No. 210. 
